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6 Klassifikation

6.1 Musterklassifikation als mathematische Abbildung

Objekte und Ereignisse werden flr die Klassifikation als Merkmalsvektoren ¢
beschrieben.

Klassifikation ist die Konstruktion einer Abbildung, die den Merkmalsvektor ¢'in ein
bestimmtes Symbol aus (2 abbildet, d.h. gesucht wird Klassifikationsfunktion

g:C— ()

Wegen der einfacheren mathematischen Handhabbarkeit wird diese Funktion
meist in zwei Abbildungen zerleqt:

g(c) = e(d(c))
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6.1 Musterklassifikation als mathematische Abbildung
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6.1 Musterklassifikation als mathematische Abbildung

—

Oft gibt man die Entscheidungsregel e(d(¢)) vor:
Klassifiziere in die Klasse w;, deren Zielvektor y; minimalen Abstand zur

—

Unterscheidungsfunktion d(¢) besitzt.

Die Zielvektoren ;.7 =1,..., K sind also Reprasentanten flr w;, wobel gilt:

0\

0
ji—|1
0

Lo

— 1 — te Komponente enthélt 1

Gehort ein Merkmalsvektor ¢ zur Klasse w;, so wird der zugehdrige Zielvektor y;

auch als y(c) bezeichnet.

(Achtung: dies ist keine Funktion)
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6.2 Statistische Grundlagen

6.2 Statistische Grundlagen
6.2.1 Mustererzeugende Prozesse

Muster sind Wertepaare (¢, w), die die Erscheinungsform (reprasentiert durch den
Merkmalsvektor ¢) mit der Bedeutung des Musters (reprasentiert durch die Klasse
w) verbinden.

Der mustererzeugende Prozeld (MEP) wird als stochastischer Prozel3 modelliert,
der mit der Wahrscheinlichkeit P(c, w;) zufallig aber nicht regellos Muster generiert.

Voraussetzungen fur die automatische Klassifikation:

1. Die statistischen Eigenschaften des MEP sind stationar.

2. Statistische Eigenschaften in der Lernphase missen sich auf die Arbeitsphase
Ubertragen lassen, also wird eine reprasentative Stichprobe bendtigt.
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6.2 Statistische Grundlagen

6.2.2 Wahrscheinlichkeiten und Wahrscheinlichkeitsdich ten

Einer diskreten Zufallsvariable X wird die Wahrscheinlichkeiten P(X = x)
zugeordnet.

Beispiel: Augenzahl eines Wirfels P(1) = P(2) = ... = P(6) =

1/6
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6.2 Statistische Grundlagen

Einer kontinuierlichen Zufallsvariable X wird die Wahrscheinlichkeitsdichte P(X)
zugeordnet.

Beispiel: Lebensalter von Menschen

63
P67 <X <68)= [ P(X =x)dx
67

A
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6.2 Statistische Grundlagen

Die Funktion F'(x) = P(X < x) heil3t Verteilungsfunktion.
Beispiel: Augen eines Wiirfels: F'(2,5) = P(X <2,5) = P(1) + P(2)

1
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6.2 Statistische Grundlagen

67,5

Beispiel Lebensalter: F(67,5) = P(x < 67,5) = [ P(X =
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6.2 Statistische Grundlagen

wie erwahnt, wird der MEP wird durch die Dichte P(c,w;) beschrieben.

Daraus lassen sich folgende Dichten und Wahrscheinlichkeiten (WK) ableiten
(Randdichten):

e P(w;) = [ P(G,w;)dé¢  apriori WK der Klasse w;

e P(C)=>_ P(C w) Dichte der Merkmale (unabhangig von der Bedeutung)

Bedingte Wahrscheinlichkeit und bedingte Dichte:

e Klassenspezifische Dichte, likelihood: P(¢ | w;)
e A posteriori-Wahrscheinlichkeit oder RickschluBwahrscheinlichkeit: P(w; | ¢)

Nach dem Gesetz von Bayes gilt:
P(¢,wi) = P(¢| wi)P(w;) = P(wi | €)P(c)
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6.3 Minimierung des Klassifikationsrisikos
6.3 Minimierung des Klassifikationsrisikos

6.3.1 Allgemeiner Ansatz

o fUr Klassifikationssysteme (KS) ist nur ¢, nicht aber w; sichtbar

e Wir bendtigen also eine Klassifikationsfunktion ¢(¢)
die jedem Merkmalsvektor eine Klasse aus {w, . ..,wy) zuordnet oder als nicht
gultig zuruckweist.

e es kann durchaus vorkommen, daf} die ermitteltete Klasse ¢(¢) nicht der
tatsachlich vorliegenden Klasse wsq entspricht

¢ eine solche (Fehl-)Klassifikation verursacht Kosten:
Um diese Kosten naher zu bestimmen, stellt man eine Verlustmatrix V' (wsoj, wist)
auf.
Hierbei ist V (wsoil, wist) der Verlust, der entsteht, wenn man sich fir wig
entscheidet, obwohl wgq vorliegt.
V' Ist abhangig von der Anwendung und muf3 per Hand bestimmt werden.
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6.3 Minimierung des Klassifikationsrisikos

e Zur Optimierung des KS setzt man eine bereits klassifizierte Stichprobe ein.

e Ziel ist es, den durchschnittlichen Verlust (das Risiko) zu minimieren, d.h.
minimiere R = E{V} = E{V(w, 9(?))}.

e Wie berechnet man nun den Erwartungwert einer Zufallsvariable? Hierzu zwel
Beispiele:

1. Quadrat der Augenzahlen eines Wiirfels:
E{X?}=12.-P(1)+22-P(2)+...+6°- P(6)

]
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2. Lebensalggr:
E{X}=[x - P(X =x)dx
0
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6.3 Minimierung des Klassifikationsrisikos

Auf diese Weise wird nun auch das Risiko berechnet:

R=E{V(s a}—/Zm,ga P(E,w) de

nach Bayes = / > Vi(wi,g(@) - Plw; | &) P(c)dé

- [ (V@ Pwla)  p@d

7

Rg(2)=Risiko fur = oder lokales Risiko

_ / RAg(®)) - P(3) de

Das Gesamitrisiko ist naturlich minimal, falls Rz(g(¢)) minimal fur jedes ¢ ist.
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6.3 Minimierung des Klassifikationsrisikos

Da keine Klassifikation oft besser als eine falsche Klassifikation ist, gilt i.a.
9(5) = {w()vwla SR ,CUK}-
Es wird nun also das Minimum des lokalen Risikos

Relg(@) = Y Viws, (@) - Plwi | 9 (6.1)
gesucht. |
(Ra(.wo) \
Setzt man die Unterscheidungsfunktion d(¢) := Rg(:w2'> ,
\ Aden) )

so wird das Minimum erreicht, falls man folgende Entscheidungsregel anwendet:

g(c) =e(d(€)) = w;, fallsl minimale Komponente von d(c) (6.2)

dieser Bayes-Klassifikator heil3t auch MAP-Klassifikator (maximun a posteriori)
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6.3 Minimierung des Klassifikationsrisikos

Folgende Werte werden dazu bendatigt:

o V(wsol, wist): Diese sind fur jede Anwendung von Hand zu bestimmen.

e P(w; | ©): Diese Wahrscheinlichkeiten werden ublicherweise aus einer
reprasentativen und klassifizierten Stichprobe geschatzt:

Pw; | &) x P(@| w;) - P(w:)
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6.3 Minimierung des Klassifikationsrisikos

6.3.2 Bayes-Klassifikator

Der Bayes-Klassifikator hat eine spezielle, symmetrische Kostenfunktion:

0, falls wist = wsoll
V(Wsolla Wist) = Vf7 falls Wist 7£ Wsoll /\ Wist 7£ W
V., falls wist = wy
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6.3 Minimierung des Klassifikationsrisikos

Setzt man dies nun in Gleichung (6.1) ein, so erhalt man flr das lokale Risiko bei
einer Fehlentscheidung:

Ré(wist 7£ WO) — Z V Wu wISt Wz | 5>
— 0. Plo| 9+ 3 Vi Plwi] €)

Wi FWist

=V; > Plw|d
w; FWist

— Vf<1_P<wist | 5))

und bei einer Ruckweisung:
Ré(wist = uJO) — Z V Wz; Wlst Wz | 5)

VY P8
:vr%
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6.3 Minimierung des Klassifikationsrisikos

( va—fvr \
P(w} | ©)

—

Setzt man d(¢) = -
Plwi | )

\ Pl |9

so wird das Risiko minimiert, falls man folgende Entscheidungsregel anwendet:

—

g(¢) = eld(c)) = wi,
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6.3 Minimierung des Klassifikationsrisikos

6.3.3 Maximum Likelihood Klassifikator

Beim Bayes-Klassifikator werden seltene Klassen ,benachteiligt’. Um dies zu

vermeiden verandert man die Kostenfunktion:

( 0, falls wist = w;

V(ws, wist) = < %7 falls wist # w; N wist # wo
Ve, falls wist = wy

\
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6.3 Minimierung des Klassifikationsrisikos

Setzt man dies nun in Gleichung (6.1) ein, so erhalt man flr das lokale Risiko bei

einer Fehlentscheidung:
Ré(wist 7é WO)
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6.3 Minimierung des Klassifikationsrisikos

und bei einer Ruckweisung:
Riwist = wp) = Z V(wi, wist) P(wi | €)

= V.3 Plwi | 9
=V,
(5P| w) — H2 )
) P(c] wi)
Setzt man d(¢) = i , SO wird das Risiko minimiert, falls man
P(c]wi)
P@lwk) )

folgende Entscheidungsregel anwendet:

— —

g(¢) = e(d(¢)) = w;, falls maximale Komponente von d(c) (6.4)
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6.4 Quadratmittelansatz
6.4 Quadratmittelansatz

6.4.1 Optimierungsansatz

e In Abschnitt 6.3 wurde
— sowohl die Unterscheidungsfunktion cf(E)

—

— als auch die Entscheidungsregel e(d(c))
optimiert.
e jetzt wird bei konstanter Entscheidungsregel e(¢) nur die

—

Unterscheidungsfunktion d(¢) optimiert.
— Die feste Entscheidungsregel lautet:

— —

g(c) = e(d(¢)) = w;, falls!ist maximale Komponente von d(c)
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6.4 Quadratmittelansatz

e In Abschnitt 6.3 war die Optimierung ausgerichtet auf
die Minimierung des Klassifikationsrisikos E{V'}.

e jetzt wird der euklidsche Abstand

— der Unterscheidungsfunktion d(¢) und
— dem zum Zielvektor 3(¢)
(erinnere: g(c) ist keine Funktion!)
minimiert
d.h. minimiere den mittleren quadratischen Fehler
§* = E{(yle) — d(e))*}
e Die Unterscheidungsfunktion d(é) soll also dem Zielvektor §(¢) moglichst
ahnlich sein.
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6.4 Quadratmittelansatz

6.4.2 LOsung Uber Variationsrechnung

—

Unter Annahme, die optimale Losung d(¢) sei bekannt, verschlechtert sich das
Optimierungskriterium S? durch jede Abweichung dd(c), das heilt, daf

52 (ci (@) +6d (5)) > G2 (J’ (5)) vo € R\ {0) (6.5)
(Im weiteren wird d anstelle von J(E) und ¢ anstelle von ¢ (¢) geschrieben.)

Mit $2(d) = B { (7 - d*} = E{(7 - d)"(y - d}} gilt

7g—g'd— g od —d'g+ d'd + d'od — 6d" g + 6d'd + MT&T}

|
e G Ry

>4
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6.4 Quadratmittelansatz

Setzt man nun die erhaltenen Werte von S?(d) und S*(d + 4d) in die Ungleichung
(6.5) ein, so ergibt sich

E{(G-d?} —2B{sd (7 d)} + B{0d?} > E{@G-d*} =
E{((SJ)Z} —QE{&F@—J)} > 0

\ - >4

>0

1V

Diese Ungleichung ist auf jeden Fall erfillt, falls £ {(5d7(gj— d_}} — 0 ist .
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6.4 Quadratmittelansatz

Dies ist nur dann fur beliebige 5d erfullt, falls gilt:

D F-dPFd =10«

—

> (7 PF719) - Z(JP@\@)—@@
Z(y P(y| c)) dZP -0 e
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6.4 Quadratmittelansatz

1 0 0
d0 = | )| Petar| | Penld+. v || Plex|d
0 0 1
Pl | 9
_ | Perld
Plox | &
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6.4 Quadratmittelansatz

Die Optimierung des Quadratmittelansatzes entspricht also der des
Bayes-Klassifikators ohne Ruckweisung.
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6.5 Zusammenfassung

6.5 Zusammenfassung

Ansatz

optimiert

Klassifikationsfunktion

Risikominimierung mit beliebiger Kosten- | U & E | ¢(¢) = & = e(d(?)) = wy, falls [ min. Komp. von
matrix d(@) = (Re(wy), . . ., Relwi))"
mit Re{wi) = 2V (wi, 9(6)) - Plwi | &

Bayes-Klassifikator einfache Kostenmatrix: | U & E g(E) = w = (_ZE)) = wy, falls [ max. Komp.

O, Wist — W; Ci’(_) (Vf Vr (w | )T

116),..., Plwg | ©)
Vi(wi,wist) = ¢ Vi, wist # wi A Wist 7 wo
Vi, wist = wo
Maximume-Likelihood-Klassifikator umge- | U&E |g(¢) =@ = e(d(c)) = wy, falls
kehrt proport. Kostenmatrix: [ maximale Komponente von d(c) =
0, wist = wi v, P(@) !

V(wi, wist) = %, wist # w; N\ Wist # Wo %: Ple]w) - er PEfwn),. ., P(e]w)

Vi, wist = wo
Quadratmittelansatz: quadr. Fehler zwi- | nur U |analog Bayes-Klassifikator ohne Ruckwei-

schen Unterscheidungsfunktion und Ziel-
vektor
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