6.6 Schatzung der klassenspezifischen Dichten
6.6 Schatzung der klassenspezifischen Dichten
6.6.1 Normalverteilung

Um die Verteilung einer Zufallsvariable X zu modellieren, geht man oft davon aus,
daf} sie normalverteilt ist, d.h.

e 1 = F{X} Erwartungswert von X

bestimmt das Zentrum der Normalverteilung
e 0 = F{(X — p)*} Varianz

bestimmt Breite und H6he der Kurve

e ISt die Naherung durch eine einfache Normalverteilung nicht geeignet, so
lassen sich in den allermeisten Fallen durch einfache Ubelagerung mehrerer
Normalverteilungen gute Ergebnisse erzielen.
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6.6 Schatzung der klassenspezifischen Dichten

Beispiel zweier Normalverteilungen im R!
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6.6 Schatzung der klassenspezifischen Dichten

Ist die Zufallsvariable ein N-dimensionaler Vektor ¢, so gilt

1 1o T rl/m =
N7 _ —g(c—i)" K™ (¢—f)
Pe) = Nl B = s

e /i = E{c} Erwartungswert von ¢
e K =F {(5— ) (¢ — ﬁ)T} die Kovarianzmatrix.

e Zentrum der Normalverteilung ist — wie im R! — durch den Erwartungswert /i

gegeben
e im R? haben Normalverteilungen eine Glockenform

horizontale Schnitte durch diese Glocke sind entweder kreis- oder

ellipsenférmig
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6.6 Schatzung der klassenspezifischen Dichten

Beispiel einer zweidimensionalen Normalverteilung
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6.6 Schatzung der klassenspezifischen Dichten

6.6.2 Parameterschatzung

schatze Mittelwert ;i und Kovarianzmatrix K als ML-Schatzwert aus einer
Stichprobe der Grol3e I:

~ 1 !
== C
1=1
I
- > (@ - @)@ — )" bzw g erwartungstreue Schatzung
K=<} @-p-g T

Rekursive Berechnung

Es kommt haufig vor, dald die Menge der Trainingsmuster erweitert werden soll:

e neues klassifiziertes Trainingsmaterial vorhnanden
e durchfihren von entscheidungsitberwachtem Lernen

Da es fur umfangreiche Stichproben sehr aufwendig ist, bei jeder Erweiterung die
Parameter i und K vollstandig neu zu berechnen, ist eine rekursive Formel fur die
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6.6 Schatzung der klassenspezifischen Dichten

Schatzwerte von grol3em Vortell.

Formel flr die rekursive Berechnung des Erwartungswertes:
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6.6 Schatzung der klassenspezifischen Dichten

Ahnlich 1aRt sich die Formel fiir die Kovarianzmatrix herleiten:
1 1

Ky = (1= DIE s+ 2(6 — iy )@ = fir)")
Sogar fur die Inverse der Kovarianzmatrix gibt es eine inverse Formel:
>l 5 3 . >—1
[A(—l I e 1K, (cr — fi;_1)(cr — MI—l)TK]—1
Ny = m[_1—1 — ) ]

]1 + %(5] — /I[_1>TK]_1(5I — fi;_1)
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6.6 Schatzung der klassenspezifischen Dichten

6.6.3 Bayes-Normalverteilungsklassifikator
Annahme: P(¢|w;) = N, K;)

e schatze klassenspezifischen Mittelwerte fi; und Kovarianzmatrizen K; aus
klassifizierter Stichprobe

fur Schatzung von ji; und K, verwende nur die Merkmalsvektoren ¢;, die aus
der Klasse w; stammen

e schatze a priori Wahrscheinlichkeiten als relative Haufigkeit jeder Klasse in der
Stichprobe

e fUr die Unterscheidungsfunktion des Bayes-Klassifikators bendtigt man jedoch
die Wahrscheinlichkeiten P(w; | ¢)

gemald dem Gesetz von Bayes und Randdichten gilt jedoch:

P(wi | C_> _ P<5| wi)P(wi) _ P<5| wi)P(wi) _ P(E‘ wi)P(wO

1e) S P(Cw) 3Pl w)Plo)
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6.6 Schatzung der klassenspezifischen Dichten

e verwendet man den Bayes-Klassifikator ohne Ruckweisung, so reduziert sich
der Rechenaufwand deutlich:

P(¢) kann als Konstante vernachlassigt werden, damit ergibt sich:

—

Die i-te Komponente d;(¢) der Unterscheidungsfunktion d(¢) hat dann die Form
(@) = P(¢| @) - Plur) = —— LI e
v (2m)N det(K)
e die Rangordnung der Ergebnisse der Unterscheidungsfunktion andert sich
nicht (bzw. dreht sich um), wenn

— man sie mit positiven (negativen) Konstanten multipliziert
— oder Konstanten addiert
— oder Logiarithmiert

damit:
di(¢) = —2In(P(w;)) + In(det(K,)) + (¢— ) K;'(¢— i)
Konstante bo; je Klass. zU berechnen
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6.6 Schatzung der klassenspezifischen Dichten

e Bayesklassifikator flr normalverteilte Klassen ist also ein quadratischer
Klassifikator (Aufwand O(N?) mit N = dim(¢) )

e Mit der Unterscheidungsfunktion
[ bor+ (€= fir) K (@ — jin)

d(@ = | o+ (@~ @) K (¢~ fi;)
\ borc + (@ = fin) 'K (@ = i) )
wird das Risiko mit folgender Entscheidungsregel minimiert:

— —

g(c) =w=e(d(c)) =w;, fallsl minimale Komponente von d(c)

e Berechtigung der Annahme normalverteilter Klassen:

— statistische Tests

— Annahme anhand des Klassifikationsergebnisses auf einer Teststichprobe
evaluieren
(diese liefert aber in keinem Fall eine Aussage uber die Korrektheit der
Normalverteilugns-Annahme)

Stefan Posch, Institut fir Informatik, Uni Halle 117



6.6 Schatzung der klassenspezifischen Dichten

6.6.4 Vereinfachung durch identische Kovarianzmatrizen

Annahme: die Kovarianzmatrizen aller Klassen sind w; identisch

e dann vereinfacht sich d;(¢) weiter, da In(det(X’)) nun konstant:

di(0) = —2In(P(wy)) + (¢ — i) K (@ - /jz)
= 2In(P(w)) + & K '¢— 20 K'é+ i K™

e Der Term ¢’ K '@ kann ebenfalls vernachlassigt werden:
di(0) = Z2In(Plw) + il K jiy = 2ji, K¢

bl@ b22
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6.6 Schatzung der klassenspezifischen Dichten

e Mit der Unterscheidungsfunktion
( bll - b215 \

d(a = blz’ — bQZ'E

\ bik — 521(5)
so wird das Risiko minimiert, falls man folgende Entscheidungsregel anwendet:

—

9(&) = & = e(d(é)) = w;, falls I minimale Komponente von d(¢&)

e Bayesklassifikator fir normalverteilte Klassen mit identischer Kovarianzmatrix
ISt also ein linearer Klassifikator (Aufwand O(N) mit N = dim(¢))

= oft deutliche Rechenzeitersparnis, da Merkmalsvektoren mit 10 bis 100
Dimensionen nicht selten
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6.6 Schatzung der klassenspezifischen Dichten

6.6.5 Klassengrenzen

e ein Merkmalsvektor ¢ liegt auf einer Klassengrenze, falls mehrere

—

Komponenten der Unterscheidungsfunktion d(¢) den gleichen (maximalen bzw.
minimalen) Wert annehmen:

d.(c) = di\(¢) &
d/{(a T d)\(5> =0
e Einsetzen flr Bayesklassifikators mit Normalverteilungen ergibt:
d(€) = dr(@) = bos + (€ fi) K. /(€ — i) = bor — (€ — ) K '(€— i) = 0

e |al3t sich durch geeignete Transformationen zu einem einzigen quadratischen
Ausdruck umformen

= alle Klassengrenzen sind Ellipsen (Ellipsoide), Parabel (Paraboloide) oder
Hyperbeln (Hyperboloide)
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6.6 Schatzung der klassenspezifischen Dichten

e Bayesklassifikator flir Normalverteilungen mit identischen Kovarianzmatrizen:
d/{(a — d)\<5> — bl/{ - b2/£5_ bl)\ + b2>\5

diese Gleichung ist linear
= Klassengrenzen sind durch Geraden, Flachen oder Hyperflachen gegeben
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6.6 Schatzung der klassenspezifischen Dichten

6.6.6 Mischverteilungen

¢ Verteilung wird durch Linearkombination von verschiedenen

(Normal)verteilungen beschrieben:
L

P@E|wi) = ar- Nelfir, )
[=1
wobel 52 (al, ﬁl,Kl, ..., ar, ﬁLaKL)
die Mischverteilung (hier der Klasse w;) beschreibt
e Schatzen im Prinzip wie k-means, wobel nun jedes Gebiet R; bzw. jede I-te
Normalverteilung (nicht Klasse )
— nicht mehr alleine durch fi;, sondern

— durch Parameter ji; und K, einer hochdimensionalen Normalverteilung
N iy, K;) bestimmt ist,

- P(¢| Ry) = Ny, K)
— P<R1> = Qy
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6.6 Schatzung der klassenspezifischen Dichten

Harte Vektorquantisierung

e ordne innerhalb jeder Iteration jeden Merkmalsvektor ¢; einem Gebiet hart zu

e Ziel: durchschnittlichen Likelihood-Wert H maximieren
bezuglich der Parameter 6
(In um Konvergenz zu beweisen)

I I
1 > 1
H = - InhmaxP(¢;, R|f) == In maxIn(P(R)P(¢ | R))H
I Ry I R

=1 1=1

¢ VVerfahren zur Optimierung von L Gebieten
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6.6 Schatzung der klassenspezifischen Dichten

wahle aufgrund von Vorwissen oder zufallig initiale Parameter P(R;), ji;, K
(z.B. P(R;) = 1/L, fi; = l-ter Vektor der Stichprobe, K, =7

H" := —o0o (Wert der Likelihood-Funktion in der Iteration 0 )
t .= 0 (Iterationszahler)

t=t+1, HW:.=0

FOR alle Gebiete Rl,l =1,...,L

L:=0;, =0 M= O

FOR alle Vektoren c; der Stichprobe

bestimme R; mit maximalem P(R; | ¢;)

HY = HY +1In(P(R) P (| R))

berechne neue Schatzwerte fir den Mittelwert und die Momentenmatrix,

dh ) A
Ml—Ml+Cz M, = M, + ¢}
I =1, +1

(t)/]

FOR alle Gebiete R;,[=1,...,L

P(Rl)—7 = f/l; K= Mz/]l ﬁl/jo

UNTIL (HY — HEDY/ | HG) < e
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6.6 Schatzung der klassenspezifischen Dichten

Weiche Vektorquantisierung, EM-Algorithmus

e ordne jeden Merkmalsvektor ¢; mit dem Gewicht seiner
a-posteriori-Wahrscheinlichkeit P (R, | ¢;) allen Gebieten R; weich zu

L
(beachte: > P(R; | ¢;) =1)
[=1
e Ziel: Maximierung (der logarithmierten) Wahrscheinlichkeit H der Produktion
der Stichprobe in Abhangigkeit der Mischverteilung

(normiert bzgl. der Stichprobengrolie I):

I
1 — —) A 1 —) 7
H = YlnP({cl,.. ,Cr |0 :—IHHPC 6) = YZ:: (Gi|0) =
| A L
FZmZp(Rl) (¢ | R)
1=1 [=1
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6.6 Schatzung der klassenspezifischen Dichten

e zur Berechnung von P(R; | ¢;) folgende Umformungen (Bayes-Gesetzes):
P(R)P (¢ | )
P (c)

P (&) = ZP(@-,Rk)

PR | G) =

i) &) — PUOPELTY

e Verfahren zur Optimierung von L Gebieten
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6.6 Schatzung der klassenspezifischen Dichten

wahle aufgrund von Vorwissen oder zuféllig initiale Parameter P(R;), ji;, K,
(z.B. P(R)) = 1/L, ji; = I-ter Vektor der Stichprobe, K; =7

H" := —oo (Wert der Likelihood-Funktion in der Iteration 0 )
t := 0 (Iterationszahler)

t:=t+1, HY:=0

FOR alle Gebiete R, =1,...,L

[l_o /L[—O Ml O

FOR alle Vektoren ¢ der Stichprobe

berechne P(R, | cl) mittels P(¢ | R;) = Nzfi;, K;) und P(R;) fur alle Gebiete R,

HO = g +IH(ZP(R5) (€| R))

FOR alle Geblete R,l=1...,L

berechne neue Schatzwerte fur den Mittelwert und die Momentenmatrix, d.h.

ﬁlZ:ﬁg+5¢‘P(Rl‘5¢) MgiZMl+5i€f'P(Rl|5i)
1 ::[g—I-P(R”E;‘)
(t)/]

FOR alle Gebiete R;,l=1,...,L

P(R) =%, = /L; K =M/ - jjl

UNTIL (H® — H=D) /| HO < ¢
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6.6 Schatzung der klassenspezifischen Dichten

Klassenabhangige Dichten

e zerlege klassifizierte Stichprobe in K Stichproben S, £ =1,..., K, die jewelils
nur Vektoren aus der Klasse w; enthalten

e wende gesondert auf jede dieser Stichproben die Vector Quantization an. Man
erhalt L, Dichten mit den Parametern A (ji¥, K7

e bestimme aus der klassifizierten Stichprobe die Gewichte wie folgt:

1
ay = i Z 1 (harte VQ)

GiEwEN GERY
1 . .
af = T » P(Ri| &)  (weiche VQ)
Ci€wg,

e die Komponenten der Unterscheidungsfunktion ergeben sich nun zu:
L

P@E|wy) =Y af - N (jif, KT)

[=1
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6.6 Schatzung der klassenspezifischen Dichten

Klassenunabhéangige Dichten

e schatze auf einer unklassifizierten Stichprobe (weiche oder harte VQ)
= L Normalverteilungen N (i, K;)

e bestimme die Gewichtsparameter der obigen Dichten flr die Klasse w;, aus
einer (evtl. kleineren) klassifizierten Stichprobe wie folgt:

1
ay = i Z 1 (harte VQ)
C;EwpN GER,;
1 . ,
af = = > P(R| &)  (weiche VQ)
CiEwy,
* L

P(&|wy) = Y afN(fin, K))

I=1
e dieses Vorgehen ist u.U. gunstiger, das sich mehrere Klassen eine
Normalverteilung “teilen” kdnnen
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6.6 Schatzung der klassenspezifischen Dichten

6.6.7 Andere Verteilungen

Statistische Unabhangigkeit

e Annahme statistischer Unabhangigkeit der Merkmale
(die allerdings in der Regel nicht, h6chstens approximativ gegeben ist)

o
N

P(@|wi) =] [ Pley | wi)

e die P(c, | wy) kbnnen

— mit eindimensionalen parametrischen Dichte geschéatzt werden
(grofRere Auswahl als im hoherdimensionalen Fall)

— nach Diskretisierung der Werte ¢,
durch Histogramm als relative Haufigkeiten tabelliert werden
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6.6 Schatzung der klassenspezifischen Dichten

Parzenschatzung ~ radiale Basisfunktionen

e Motivation: fur héhere Dimensionen ist Diskretisierung des Merkmalsraums
bei relativ wenigen Stichprobenelementen schwierig

e = “verschmiere” jeden Beitrag der Stichprobe um seine Position

e Approximation der Dichte durch Uberlagerung von Normalverteilungen, (oder
auch andere Fensterfunktionen, z.B. Rechteck)

P(C| wy) = Z./\/ G, K

wobeil K = ¢, und o die Breite des Fensters (des “Verschmierens”) bestimmt
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6.7 Alternative Klassifikationsergebnisse
6.7 Alternative Klassifikationsergebnisse

bis jetzt: genau eine Klasse oder Ruckweisung

Erweiterung  weniger endgultige Entscheidung des Klassifikators,
um nachfolgenden Prozesss die Entscheidung zu Uberlassen
(wobei dieser weitere Evidenzen eingehen lassen kann)
= principle of least commitment
ldee e ordne die Klassen w; gemal} abfallendem P(w; | ¢)
e wahle Konfidenzschwelle § € [~;1]

e Ergebniss der Klassifikation sind die ersten Klassen, sodass bei
minimaler Anzahl an Klassen gilt:

ZP<W¢|C_>2€
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6.7 Alternative Klassifikationsergebnisse

Bemerkungen durch die Wahl von 6 kann die Anzahl an Alternativen gewéahlt
werden:

Y %: nur beste Klasse, wie bisher
e ) = 1: alle Klaasen
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