7 Polynomklassifikator

/ Polynomklassifikator

—

Ziel: Optimierung der Unterscheidungsfunktion d(¢;) beziglich der Zielvektoren y;
mit dem Quadratmittelansatz

S* = E{(7(&) — d(@))’} — min
ohne direkte Schatzung von Dichten

e in Abschnitt 6.4 beliebige Funktionen fir die Optimierung
— d(@) = (P(w | E...)

e jetzt Beschrankung auf eine Funktionenklasse
— Problem der Parameterschatzung

e wilnschenswert sind Funktionenklassen, die jede beliebige Funktion annahern
kbnnen — universeller Approximator
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7.1 Der Ansatz
7.1 Der Ansatz

Polynome sind ein universeller Approximator wegen des Satzes von Weierstral3:
Jede stetige Funktion kann beliebig genau durch Polynome approximiert

werden, sofern der Polynomgrad grof3 genug gewahlt wird.
Modellierung der Komponenten der Unterscheidungsfunktion d;(¢) wie folgt:
di(€) = ajo+ ainc1 +appcy+ ...+ aiven +
az’,(N+1)C% T @ (N+2)C1C2 + @ (N+3)C1C3 + ... T
Aj (N+N(N+1) /2+1)Ci’ + Qi (N+N(N+1) /2+2)C%C2 + Clz‘,(N+N(N+1)/2+3)C%CS + ..
= @ 7(0)
mit (@) = (1,c1,...,cn, ¢l cica, ..., Ch, Cy )
und dim(c) =N
e Unterscheidungsfunktion wird tiber Polynome in den Komponenten des
Merkmalsvektors approximiert
e ZU optimierende Parameter: a;
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7.1 Der Ansatz

—

flr die Unterscheidungsfunktion d(¢) gilt damit:

) dy(?) ay Z(¢)
d(c) = ; = 5 = ATf(C_)
di(C) le;f(a
mit A:(C—L)l,,&)[()

Vor dem Training eines Polynomklassifikators ist festzulegen:

e Polynomgrad GG
e Polynomstruktur: z.B. welche quadratischen Terme c;c;, verwendet werden
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7.1 Der Ansatz

meist vollstandige Polynome bis zum Grad GG

Beachte: Grad nicht zu grol3, da sich bei N-dimensionalem Merkmalsvektor
folgende Dimension fiir 7(¢) ergibt:

M = (NEG) — dim(3(®)

Z.B. K =30
N=10 G=2 M =66 1980
N=30 G=2 M =496 14880
N=30 G=3 M =1891 56730
N=60 G=3 M =239711 1191330

Bemerkung: im Prinzip kann man fir die x;(¢) nicht nur Monome uber den ¢;
zulassen, sondern beliebige Funktionen verwenden
— Unterscheidungsfunktion ist Linearkombination von beliebigen Funktionen
— fur die Optimierung von A spielt dies keine Rolle.
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7.2 LOsung des Minimierungsproblems
7.2 LOsung des Minimierungsproblems

nun mit Hilfe der Variationsrechnung die optimale Koeffizientenmatrix bestimmen:

Optimierungskriterium :
R 2
5= £{ |10 - do| } = £ {l7e - 470"} = 5(4) — mn

A
(im weiteren statt #(¢) und ¢(¢) nur noch & bzw. i)

sel A die optimale Matrix,
dann verschlechter jede Abweichung é A # 0 das Optimierungskriterium:

VOA#0: S*A+6A)> S*A) (7.1)
Einschub
e fiir Vektoren gleicher Dimension gilt: @75 = spur (ELET)

e flir quadratische Matrizen gleicher Dimension gilt: spur(AB') = spur(BA?)
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7.2 LOsung des Minimierungsproblems

Somit ergibt sich fur die rechte Seite der vorangehenden Ungleichung:
- E{|y- A" }
= { g ATZ [7- ATff}}
_ {spur [[y —A"F] [7— AT*}T} }

= spur [E{gy" }| —spur [E {g7"} A] —spur [A"E {z§" }] + spur [A"E {77} A]
= spur [E{yy" }| —2-spur [A"E{z§"}] + spur [A"E {zz"} A]

analoge Rechnung fir die linke Seite:
S*A+64) = spur [E{yy }] —2-spur [A"E{zy"}| + spur [A"E {zz"} A]
2-spur [6A" (E{zy"} — E{zz"} A)]
+spur [6A"E {77} 6 A]
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7.2 LOsung des Minimierungsproblems

Einsetzen in die Ungleichung (7.1) ergibt:

SQ(AJr 0A)
spur [A"E{zz"} 6A] —2-spur [§A" (E{zy' } — E{zi"} A)]

AVARLV,
|

o spur [SATE {#i7) 5A] > 0,
da £ {7z} als Korrelationsmatrix positiv semi-definit

e Obige Ungleichung ist dann notwendigerweise flr beliebige ¢ A erfllt, falls
spur [6A" (E{zy"} — E{z7"} A)] =0,
e also wird A optimal, wenn gilt
E{zy'} —-E{z7'}A =0 <
A= (B{#}) " B {a")
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7.3 Berechnung der Koeffizientenmatrix
7.3 Berechnung der Koeffizientenmatrix

Es stellen sich zwei Probleme:

e Wie berechnet man die Erwartungswerte E {7z } und E {zy" }?

e Was macht man, falls die Inverse von E {7z} nicht existiert, d.h. es existieren
linear abhangige Zeilen (Komponenten von « sind linear abhangig)

LOsung Problem 1. Erwartungswert und Kovarianzmatrix haben wir schon
geschatzt

analog hier aus der Stichprobe mit I klassifizierten Paaren (¢;, i/(c)):
. 1 &
E{zz'} = - Zﬂjx() #(&)"

i

o e . .

E{zy'} = jzl’(@) 7(@)"
i—1
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7.3 Berechnung der Koeffizientenmatrix

LOsung Problem 2:
sei z/ = (', ¢")

o114 (3) ) ()

Y

7Ty B {a) )
iy B
dabel ist

o £ {Z7"} eine M x M Matrix
o £{Zy"} eine M x K Matrix
o £ {yz'} eine K x M Matrix
e E{yy"} eine K x K Matrix
o Mit M = dim(Z) und K = dim/(y)

Stefan Posch, Institut fir Informatik, Uni Halle 142



7.3 Berechnung der Koeffizientenmatrix

unter der Annahme, daR die Inverse von E {f:z?T} existiert,
definieren wir folgende Matrix:

_ ( (B {z}]" @>
RS i
dabei ist
o |E {:Z:ET}]_l eine M x M, Matrix
o E{yi") [E{z7"}] eine [K x M]-[M x M] = K x M Matrix
e O isteine M x K grol3e Nullmatrix

e [ eine K x K grol3e Identitatsmatrix.
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7.3 Berechnung der Koeffizientenmatrix

es gilt

N~

e = ( E{ﬁ{}x;}{]x@}] 1?> (ggﬁ gg%)
_ (H (B {z"}] ]f;g

O —&{gi"} [E{z"}]”

B (cg E{A?Ad7}>

mit Ad := 7 — AT %
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7.3 Berechnung der Koeffizientenmatrix

da mit Ad := ¢ — A" Z gilt:
E {M’AJF} > { (7 — AT%) (5 — AT:E)T}
— E{yy"} —E{g7" } A-A"E{zj } + A" E{z7"} A
p{ai"}
= B {5}~ E{@i} A~ ATE {3} + ATE {37}
— E{§"} — E{gi"} [E{zZ"}] E {z")
(beachte: A = (E {zi™}) " E{Zi})

zusatzlich qilt (siehe Einschub:)

S%(A)=E {AJTAJ} = spur(x {AJMT})
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7.3 Berechnung der Koeffizientenmatrix

e scheinbar nichts gewonnen, da flr 7' immer noch die inverse von £ {:E:ET}
erforderlich:

E{zzT}]” O (E{ffT} E{7y } ) (4
—E{j#") [E {ffT}]_l I E{y#'} El{gg'} ) \ O E{AdAdT}
e Linksmultiplikationen von Matrizen entsprechen jedoch elementaren
Zeilenumformungen.

e damit reicht es aus, die Matrix M - z.B. mit Hilfe des Gaul3-Jordan-Algorithmus
soweit umzuformen,
— daB die obere linke Teilmatrix E {Zz"} zu einer Identitatsmatrix wird
— die untere linke Teilmatrix £ {gz"} zu einer Nullmatrix wird
— die obere rechte Teillmatrix ist dann A
¢ bei dieser Umformung kann man auch elegant das Problem der linearen

Abhangigkeiten der Merkmalskomponenten umgehen
(siehe nachsten Abschnitt).
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7.4 Merkmalsauswabhl

7.4 Merkmalsauswahl

—

e gibt es lineare Abhangigkeiten, kann £ {:ExT} nicht invertiert werden
— Auswahl einer Teilmenge von linear unabhangigen Merkmalen

¢ hierzu betrachten wir folgende (Zwischen)Situation

~

S T
r=|
U

wobei die Merkmale in Z bereits ausgewahlt wurden
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7.4 Merkmalsauswabhl

e Wir tun so als wollten wir aus 7 jetzt @y schatzen
fir die Kompmenten aus 7 sei die Matrix M - schon richtig umgeformt worden:

(T A
27\ o E {AdAdT}
e auf der Digonalen von £ {Aiﬁcﬁ} stehen genau die Var{Au,},

wobei Au; = a!' # — u;, also der mittlere Fehler beim Schatzen von u; aus 7
(und ebenso — weiter rechts unten — die Var{Ay;})
e es gilt: Var{Au;} = 0 < u; und 7 sind linear abhangig
(d.h. die Schatzung ist perfekt)
= eliminiere u;, falls Var{Au,} < ¢
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7.4 Merkmalsauswabhl

Pivot-Strategie bei der Reihenfolge des Akzeptierens, um maoglichst “gute”
Merkmale zu erhalten
(d.h. kleine Anzahl von Merkmalen und kleines S?)

anstatt nur «; wie oben zu eliminieren

1. maximale lineare Unabhangigkeit

e wahle u; mit ¢ = argmax Var{Au,},
j
d.h. dasjenige u;, das von den bereits ausgewahlten ¥ maximale unabhangig

e wenn Var{Au,;} < e dann Abbruch

e gewahrleistet gutes numerisches Verhalten, da stets das grof3te
Diagonalelement verwendet wird
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7.4 Merkmalsauswabhl

2. maximale Varianz des Fehlers

e wahle u;, das am meisten zum Schéatzen von y beitragt
(was wir ja eigentliche wollen)
0.B.d.A: wahle u; (sonst Umsortieren der Matrix)

(1 A \ (1 -5k
— 0 al
0 0
bl B {adnd'y o | B{adad) -5l
\ )\

— Zeile mit w; wird durch u; dividiert
— auf die j-te Zelle in b, wird das "i_fache der Zelle, die u; enthalt, subtrahiert

(analog die anderen Zeilen) 1
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7.4 Merkmalsauswabhl

das liefert:
e AS? = spur (E {AJAJT}) —spur (E {AJAJT} - E{L)—3T> — spur (M) _bih

1

e d.h. wahle u; mit

5 b;
L2 und
u

]

(a) : = argmax
(b) Var{Au,} < €
vertausche fur v, und u; die Zeilen und Spalten

e attraktiv, da direkt mit Schatzfehler verknupft
e ist natirlich suboptimal, da greedy (wie 1. auch)
Zusammenfassung

e bei linearen Abhangigkeiten der Elemente aus Z(¢) erhalten wir eine (von
mehreren) Lésungen

e die gewéhlten Elemente von %(¢) geben uns ihre “Wichtigkeit”
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7.5 Eigenschaften der Losung

[* Berechnung der Matrix A far den Polynomklassifikator */

berechne aus klassif. Stichprobe die Matrix M = L
P = (E{y 1y BT }
FOR alle Zeilen: =1,...,Dim(Z(c))

VListe[i] ;=1
FOR alle Zeilen: =1,...,Dim(Z(c))
bestimme unter den Zellen i,...,Dim(Z(c)) diejenige Zeile k mit Diaglk] > ¢ und

zugleich AS?* = (Z;Zl;k)/Dz‘ag[k] Ist maximal

vertausche jeweils Zeilen und Spalten i < £

zwi = VListe[i]; VListe[i] := VListe[k]; VListe[k] := zwi

dividiere Zeile i durch Diagli|, d.h. Diagonalelement wird zu 1

FOR alle Zeilenk =1,...,.Dim(M) Ak # 1

normiere alle Elemente der i-ten Spalte zu 0 (aul3er Diagli]), d.h.
k-te Zeile := k-te Zeile - M[K][i] * normierte i-te Zeile

IF AS? < Abbr uchSchr anke oder keine Zeile wahlbar
THEN | STOP: aktuelle Matrix A und VListe ausgeben
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7.5 Eigenschaften der Losung

7.5 Eigenschaften der Losung

e Schatzung von ¢/(¢) ist “unbiased”, d.h.

E{§(@ — di@)} =0

e d(¢) summiert auf 1:

D di@) =1

—

zur Erinnerung: fir uneingeschréankte Form von d(¢) erhalten wir eine
Schatzung der a posteriori Wahrscheinlichkeit P(w,, | ¢), die
natdrlich auf 1 summiert)

wir konnen also die d,(¢) nicht nur zum Klassifizieren verwenden,
sondern erhalten auch Konfidenz fir die Entscheidung

Ubrigens Im Allgemeinen gilt nicht

0<d,d) <1
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7.5 Eigenschaften der Losung

o E {(gj@) - af(a)Q} versus E {(ﬁ(é) - af(a)Q} Versus

mit p, (&) = P(w, | &)
liefert identische LO6sung A
P(w, | ©) wird als “soft labelling” bezeichnet

— far sehr grol3e Stichproben identischer Klassifikator

— far kleine Stichproben u.U. nttzlich,
aber “soft labelling” ist aufwendiger als normales Hand-Klassifizieren
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