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11 Support Vektor Maschinen

11.1 Optimale Trennebene fur linear separable Probleme

e betrachte (separables) Zweiklassenproblem
(auf das jedes Mehrklassenproblem zurtckgefuihrt werden kann)

e Stichprobe: {(¢;,y;) |i=1,..., 1}, mit:y; € {+1, -1}
e gesucht ist Trennebene: @' ¢+ b = 0, sodaR gilt:

W'E+b>0 falls y; = +1 (11.1)
w'é+b <0 falls y; = —1 (11.2)
(11.3)

e Mit Umskalierung erhalten wir:

yi(wl @ +0) > 1,furi=1,...,1 (11.4)
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11.1 Optimale Trennebene flr linear separable Probleme

1. wahle € = min1 ’fu_J’TE’Z- -+ b‘

LY==
(beachte: fur y; = +1 kdnnte ¢ = 0 werden)
2.Seiyi:—1 ,u—)’TC—’Z_I_b<O
Wle+b < —e
=T = € €
b+ = < —= _
: v g TP =Ty |;2
—zUTEZ-Jr—(bJrE) < -1 =
€ € 2 , ,
WlE+bh < —1, mit @ = ~a’. b :_(b+5>
- € € 2
yi(W' G +b) > 1
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11.1 Optimale Trennebene flr linear separable Probleme

3.nunsely; =+1 *T*er > 0
_,T_, € €
s> S —
) o +2_2 l;Z
a2 |
€ € 2 €
ch—I—bZI
yi(w' @ +b) > 1
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11.1 Optimale Trennebene flr linear separable Probleme

e margin of separation p ist die Breite des “Schlauches”, der die
Stichprobenelemente ¢; beider Klassen trennt:

Support Vektoren

e die Trennebene mit maximalem p ist die optimale Trennebene

e die ¢;, die diesen Abstand einnehmen, sind die Support Vektoren
es gilt dannin (11.4) die Gleichheit
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11.1 Optimale Trennebene flr linear separable Probleme

e Abstand r von der Trennebene (), b),
mit der Funktion: ¢(¢) := @’ ¢+ b ausgedriickt

C
T r -
g(é)—w(_,—ﬂ)uﬂrb w /
(@] @) \ %
) (A b ..
- (\m_m\?)“’ e Lange: 1
— |G| —b+b=r|d y
9(c)
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11.1 Optimale Trennebene flr linear separable Probleme

e fiir jeden Support Vektoren ¢ gilt

g(c) = +1 (11.5)
+1
r = — (11.6)
| 0|
N 2
= p =2:-7T=— (11.7)
| |

e Folgerung:
— der Vektor w der optimalen Trennenebe ist derjenige Vektor minimaler Norm,
der die Bedingung (11.4) erftllt
— die optimale Trennebene ist moéglichst “flach” (| « | minimale)

e Bemerkung/Definition:

1. fur jede Entscheidungsfunktion g(c;w, b), die korrekt die gesamte Stichprobe
trennt, ist auch g(c, A\, \b), A > 0, eine korrekte Trennebene

wir betrachten gerade diejenigen Trennebenen, flr die die Support Vektoren
c gilt: g(¢) = £1
diese nennen wir kanonische Trennebenen
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11.1 Optimale Trennebene flr linear separable Probleme

2. von allen kanonischen Trennebenen wahlen wir diejenige, mit minimalem
| 0 |
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11.2 Struktukturelle Risikominimierung

11.2 Struktukturelle Risikominimierung

Satz (Vapnik) fir eine Menge ¢(¢ , b) von kanonischen Trennebenen in R?

e flir eine Stichprobe der Grof3e N, sodald R der Radius der
kleinesten Hyperkugel ist, die alle Datenpunkte enthalt,

e Mit | W |< A, gilt
die VC-Dimension ist i < min(R*A? d) + 1

e alle kanonischen Trennebenen liefern Remp|g(E W, b)] =0
e von all diesen hat diejenige mit minimalem | « | die kleineste VC-Dimension
e formal definieren wir also die geschachtelte Menge von Funktionsklassen:

H, = {g(c,,b) | g(c;w,b) ist kanonische Trennebene mit | @ |< A;}
mit Ay < Ay <--- < A4
e und die optimale kanonische Trennebene ist daher L6ésung fur SRM-Prinzip
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11.2 Struktukturelle Risikominimierung

Bemerkung es kdnnte (natlrlich) passieren, daf eine Trennebene, die die
Stichprobe nicht korrekt trenne, d.h. Remp|g(¢; W, b)] > 0 liefert, noch kleineres | |
und daher kleinere VC-Dimension hat,

und u.U. noch kleineres strukturelles Risiko resultiert
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11.3 Optimierung
11.3 Optimierung

Priméares Optimierungsproblem

e gesucht sind die optimalen Werte fur « und b, die
— O(w) = 3w’ @ minimieren und
—yi(wlc; +b) > 1,furi=1,...,1 erfiillen

e Minimierung der Lagrange-Funktion:
I
J(,b, @ Z (@' + b) — 1]

mit den Lagrange-Multiplikatoren «; > 0
e leichtere Losung mit identischem Optimum mit:
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11.3 Optimierung

Duales Optimierungsproblem

e primares und duales Problem haben identische Ldsung
e gesucht sind die optimalen Werte fur «;, die

- Q(d) = Z Q — = Z Z aoyy;€; ¢; minimieren und

zljl

- Z oy = 0 sowie
1=1
—«; > 0 erfullen

e das duale Problem enthalt v und b nicht ! Optimum fir

I
~T =) ayd
=1
wobei nur far Support Vektoren ¢; gelten kann: «; # 0
(d.h. es gehen ausschliel3lich Support Vektoren in die Losung ein)

—b=1vy; —w!c, fur ein beliebiges i mit o; # 0
e liefert konvexes guadratisches Optimierungsproblem (nicht trivial)
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11.4 Optimale Trennebene flr nicht-linear separable Probleme

11.4 Optimale Trennebene fur nicht-linear separable Probl

e erlaube Verletzung der optimalen Trennung um &;:
y(wl e, +b)>1-¢, furi=1,...,1
mit den Schlupfvariablen (slack variables ) & > 0

Verletzung, Support Vektoren
falsche

Klassifikation
Schlupfvariable o
gl /

O

Schlupfvariable

Verletzung,
korrekte
Klassifikation
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11.4 Optimale Trennebene flr nicht-linear separable Probleme

e neues Optimierungsziel:
optimale Trennebene, die den mittleren Klassifikationsfehler minimiert
(d.h. mittlere Anzahl &;, mit ﬁ > 1)
fahrt auf NP-vollstandiges Problem, daher:
e als Approximation suche optimalen Werte fur w, die
1

-1 o
— O, &) = ichchU +C Zgz- minimieren und

1=1
—y(wlE+b)>1-¢, furi=1,..., 1 sowie

— & > 0 erfillen
wobei C' ein Kontrollparameter ist

e Optimierung uber ahnliches duales Problem wie im separablen Fall
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11.5 Nicht-lineare Einbettung

11.5 Nicht-lineare Einbettung

e linear separable Probleme sind nicht sehr spannend (und real)

e durch nicht-lineare Einbettung (= Abbildung) in einen hoch-dimensionalen
Merkmalsraum wird jedoch ein nicht-linear separables Problem mit hoher
Wahrscheinlichkeit linear separabel

(vgl. Polynom-Klassifikator!)

e Wir betrachten M > N nicht-lineare Funktionen ¢, : RY — R
Diese liefern zusammen:

—

o:RY =R 4(3) = (6:1(0),...,ou(0)

e Optimierung wie bisher, aber in R
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11.5 Nicht-lineare Einbettung

e zUr Klassifikation mussen wir auswerten:

wT5(5) +b= (21: &zyzg(@)> 5(8) +0= 21: iYi (W(ng@) +b (11.9)

\- 7

K (¢, c)

1
(wegen w = ) ~ayy,¢; ) mit dem (symmetrischen) Kernoperator K (G, ¢)
1=1
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11.5 Nicht-lineare Einbettung

e Was haben wir gewonnen?

fir gewisse Klassen von Kernoperator konnen wir die Operation im
ursprunglichen Eingaberaum durchftihren, und mussen nicht explizit in den
hoch-dimensionalen Merkmalsraum gehen

(mufB also doch nicht in RY erfolgen)
e Beispiel:

- BN -\ 2
Cé(% o) = (¢}, V2 cre9, ¢3) = K(c,c) = (C_T i) ,
d(c1,c2) = (3,63, V2 c1c0, V2 c1,V/2 2,1) = K(G,C) = (¢'c+1)

e auch das (duale) Optimierungsproblem — im linear separablen wie nicht-linear

separablen Fall — kann damit im ursprunglichen Eingaberaum bearbeitet
werden !
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11.5 Nicht-lineare Einbettung

Wichtige Kernoperatoren

Kernoperator Klassifikator Bemerkung
(5T52~ + 1)G Polynomklassifikator Polynomgrad G apriori vorgegeben
1 (=52
6_7( o ) Radiale Basisfunktionen gemeinsame, vorgegebene Breite o2

tanh(Byc? ¢ + B1) zweilagiges Perzeptron nur flr einige Werte von 3, und 3,

Bemerkungen

e die Dimensionalitat des Merkmalsraumes wird durch die Optimierung als
Anzahl der Support Vektoren vorgegeben

(nicht durch den Designer)
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