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1 Definition
Ein HMM ist ein Tupel(S, &, %, T, F), wobei

e §=1{51,52,...5x} eine MengeV von Zustnden (states) mit Startzustafidund Endzustandy,
o £ ={FEy,FEs,...Ey} C Sdie Teilmenge deM, M < N, emittierenden Zugnde 51, Sy € &),
e Y das Alphabet mitX| = A Buchstaben,

o T € RNV die Ubergangsmatrixtg, s, > 0 ist die Wahrscheinlichkeit, dass das HMM vom Zustaffjdin

den ZustandS; Wechselt;Zf:ltsi’sj = 1furallej = 1,2,...,N; ferner sindts, 5, = ts; s, = 0 fur
allej =1,2,..., N, d.h.in den Startzustand wird nicht Zigkgekehrt und der Endzustand wird nicht wieder
verlassen),

e E € RM:4 die Emissionsmatrixe(z, x > 0 ist die Wahrscheinlichkeit, dass im emittierenden Zustandiass
ZeichenX ¢ ¥ ausgegebenwirdy_ y v ep, x = 1furallei =1,2,..., M)

sind. Seilv die Menge der freien Parameter des HMM-Modélls kurz M = M (W).

Ein Pfadr der LangeL(w) des HMM ist eine Folge voil(m) + 1 Zustnden, alser = sos152 - S1(x), 5i € S.
Der Zustands, ist immer der Startzustansh und der Zustand . ist immer der Endzustanfly des HMM. Die
Wahrscheinlichkeitiir einen Pfadr in M (W) ist demnach

L(m)

P(xW) = [ te,,- -

j=1

Ein Pfad7 enttélt eine Folge vori(w) < L(w) emittierenden Zuéinden,ejezes - - - e, e; € E. Fr jeden
Pfad gibt es eine eindeutig bestimmte, streng monoton wachsende Fuaktjoso dass; = s, fur alle: =
1,2,...,Il(r). Der Pfadw kann nur Ausgabe® der Langei(w) erzeugen() = 0102 ---0y(x), 0; € . Mit [(O)
bezeichnen wir auch diednge einer Ausgabe.

SeiO eine beliebige Ausgabe. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Pfdid AusgabeO) erzeugt ist gegeben durch:
0 2 U(m) #1(0)
(0)
PO|r, W) =
(Ofm, W) [Tecwo : Um)=10)
i=1

Damit gilt fur die Wahrscheinlichkeit, dass M(W) einen Pfadrzeugt, der eine Ausgaligemittiert:

P(x,0|W) = P(x|W)P(Olr, W)

0 L 1(m) #1(0)

_ L(m) (0)
H ts.]vsj—l : H €e;0 - l(’lT) = Z(O)

Jj=1 i=1



Jeder ndgliche Pfad inM (W) erzeugt entweder eine génschte Ausgab® auf genau eine Weise oder eben gar
nicht. Damit gilt fur die Wahrscheinlichkeit, dagd (W) die Ausgabe) emittiert

P(O|W) = ZP LO|W).

2 Die Standardarchitektur

3 Algorithmen fur HMMs

Wir fuhren eine Zeit ein, die nach jeder Emission eines Zeichens um genau eibsteniird, d.h. zur Zeitt hat
das HMM bereits eine Zeichenfolggo- - - - 0; emittiert, aber noch nicht; ;. Das Wechseln des HMMs in einen
emittierenden Zustand, die Ausgabe eines Zeichens und déisegridler Zeit um eins sind ein einziger atomarer
Vorgang.

3.1 Forward-Algorithmus

Seien ein HMMM (W) und eine Ausgab® gegeben. Seiv;(t) = P(S;, 0102 --0|W) die Wahrscheinlichkeit,
dass sichM (W) im ZustandS; € S befindet undM (W) bereits genaw, o, - - - o, emittiert hat. fir die gegebene
Ausgabeg) des HMMs nidchten wir danP(O|W) = an (1(O)) berechnen. Die Werte dex(t), i = 1,2,...,N,t =
0,1,...,1(O) kdnnen rekursiv berechnet werden.

Fur allei mit S; € £, also emittierende Zushde, gilt offensichtlichi;(0) = 0. Ferner gilt fir nicht emittierende

Zustinde
{i:8:¢&}

Ubung: Wie mussen die Startwertéif die Standardarchitektur géit werden?

Losung: Fur alle: mit S; € &, also emittierende Zusnde, gilt offensichtlichy; (0) = 0. Ferner gilt fir nicht emittierende
Zustandez{izsies\g} a;(0) = 1. Fur die Standardarchitektuf{ sei der Startzustand) gilt demnaéh 5; ¢ £ undS; # S; die
Beziehungy;(0) = «;(0)ts,,s;, wobeiS; der einzige Vorgnger vons; ist, der nichting ist. Wir setzenv; (0) = £. Der Wert von

& kann nun aus der Normierungsbedingung bestimmt werden und damit auel{@jéNerte fr alle anderen nicht emittierenden
Zustande. Damit sind Anfangswerte (0) fur alle ZuséndeS; eines HMM mit Standardarchitektur aus den Parametern des HMM
eindeutig definiert. O

Die Werteo;(t) furt > 0 ergeben sich aus folgenden Rekursionen:

S, €& = t+1 ZOAJ tS ,S;€5;,0041 = Z aj(t)tsi’sj65i70t+l.
{5:8;€N=(S:1)}
Sig& = at+1)= > alt+1)ts,s,
{5:8;€N~(8:)}
Hierbei bezeichnelv—(S;) die Menge der raglichen, direkten Vor@gngerzusinde vonS;, also alle dieS; fir die
ts;,s; > 0.

Ubung: Zeigen Sie, dass diese Rekursidin die Standardarchitektur wohldefiniert ist.

Losung: Die Startwertey;(0) kdnnen fir die Standardarchitektur berechnet werden (siehe oben) diirdn die Wertey; (t+1)
fur alle emittierenden Zuahde S; € £ aus den Wertemy; (¢t) berechnen. & nicht emittierende ZuahdeS; nehmen wir an
(Induktionsannahme), dasarfalle nicht emittierenden ZustdeS;, die zwischen dem Startzustand ufgd liegen, die Werte
a;(t + 1) bereits berechnet sind. Diese Zastle sindiir die Standardarchitektur eindeutig festgeledir. éfen Startzustans; gilt



offensichtlich (Induktionsanfang), (¢t) = 0 fur allet > 0. Weiterhin sind nach Annahme alig (¢ + 1)-Werte, die in der Summe
der Formel @ir a; (t + 1) berbtigt werden, bereits bekannt und somit ist aagh+ 1) fur.S; ¢ £ wohldefiniert (Induktionsschritt).
|

Ein gerichteter Pfad, der in einem HMM vom Zustatidzum Zustand; fuhrt, heil3tstummer Pfagwenn er nur
durch nicht emittierende ZustdeS; ¢ £ verlauft (S; kann emittierend sein). Mit? g , S; ¢ € bezeichnen wir die
Wabhrscheinlichkeit, dass das HMM sich auf einem stummen Pfad vom Zu§;ainoti’en Zustands; begibt. Damit
ist t%sj also die Summe der Wahrscheinlichkeiten aller stummen Pfade, dig;woachsS; verlaufen.

Ubung: Maximal wieviele stumme Pfade vay nachsS; ¢ £ gibt es in der Standardarchitektiirfiedes nigliche
Paar(S;, S;)? Wie berechnen sich die zug'nlgentgi_’sj in der Standardarchitektur?

Ldsung: Es gibt maximal einen stummen Pfad von ein8me S zu einem gegebene$; ¢ £. Damit berechnet sichgiysj
einfach als das Produkt delbergangswahrscheinlichkeiten, die diesen Pfad ausmachen (bz@.ygjlk 0 falls der stumme Pfad
nicht existiert). O

Mit Hilfe der Notationtgsj kdnnen wir die Berechnung vam; (¢ + 1) fur nichtemittierende ZuahdesS; ¢ &
schreiben als:
SigE = ailt+1)= Y ait+1)t8 g, .
{5:8;€¢}

Ubung: Zeigen Sie, dass die Zeitkompleiitdes Forward-Algorithmusif die Standardarchitektur mi¥ Haupt-
zustinden® (N2) ist, wenn die Berechnung der Wertg(t + 1) fur die Loschzusinde in einer gnstigen (effizienten)
Reihenfolge erfolgt.

Losung: Fur eine Ausgabe derdngel(O) missen diex-Werte zul(O) Zeitpunktent berechnet werden. Zu jedem Zeitpunkt
sind somit~ 3N (Anzahl der Zusinde in der Standardarchitektur)Werte zu bestimmen. Die Bestimmung van(t + 1) fur
einen emittierenden Zustay ist in konstanter Zeit rizglich, daS; maximal drei direkte Vorgngerzusinde hat. Die Bestimmung
von a;(t + 1) fur nicht emittierenden ZuahdeS; erfolgt in der Standardarchitektur von links nach rechts. Dann sind die zur
Bestimmung voru; (¢ + 1) berbtigten Wertewo; (¢t 4 1) bereits bestimmt {fr den Startzustand; gilt offensichtlicha:(t) = 0

furt > 0). Somit kann aucla; (¢ + 1) fir nicht emittierende ZuahdesS; in konstanter Zeit bestimmt werden. Es ergibt sich eine
Zeitkomplexiit vonO (I(O)N) = O (N?) (letzteres weil in der Standardarchitekt(9) = O (N)). O

3.2 Backward-Algorithmus

Der Backward-Algorithmus ist die Umkehrung des Forward-Algorithmiis.dine Ausgab& des HMM definieren
wir Backward-Variablens;(t) = P(S;, 04110142 - - 0y0y|W), die die Wahrscheinlichkeit angeben, dass das HMM
sich im Zustandb; € S befindet und bis zum Erreichen des Endzustafigdsioch die Zeichenfolge; 1 10:12 - - - 00y
ausgeben wird. & eine gegebene Ausgabedes HMM sind wir also am Wert; (0) = P(O|W) interessiert.

Im Falle des Backward-Algorithmus werden die Variabtg(¥) fir den Zeitpunkt = I(O) initialisiert. 3;(1(O))
bezeichnet die Wahrscheinlichkeit, dass das HMM sich im Zusfanokefindet und in Zukunft kein Zeichen mehr
emittieren wird, also der folgende Pfad nur noch nichtemittierendeadidst enthlt bis schlie3lich der Endzustand
Sy erreicht wird. Der aufS; folgende Pfad ist also ein stummer Pfad v8nnach Sy . Damit initialisieren wir
Bi(l(0)) =tg, 5 furallei=1,2,...,N.

Fur ¢t < 1(O) ergibt sich die Wahrscheinlichke#t;(¢), dass das HMM sich in einem Zustasg befindet und
in Zukunft nocho; 10442 - - - 00y ausgeben wird aus der Summe der Wahrscheinlichkéiven alle emittierenden
ZustndeS;, dass man auf einem stillen Pfad vBpnachS; kommt, dorto,4, ausgibt und vorb; in Zukunft noch
genauo; 12 - - - 00y ausgeben wird. In Formeln also:

Bit)= > t8 ses00Bit+1).

{j:S;€€}



3.3 Ableitung weiterer Wahrscheinlichkeiten ausw;(t) und 3;(t)

Zu einem gegebenen HMMZ (W) und einer gegebenen AusgaBenehmen wir im folgenden an, dass die Werte
a;(t) undg;(¢t) furt =0,1,2,...,1(0O) und alle ZusindeS; € S gegeben sind.

Die Wahrscheinlichkeit, dass das HMM sich zur Zeim ZustandS; befindet, wenn die Ausgak@ und die
Parameteil festliegen, ergibt sich zu

B | _ P(t,85,0109 0101110y 0)|W) i (0)Bi(t) ai(t)Bi(t)
7i(t) = P(t, Si0, W) = P(OW) - POW) S a1
{j:5;€8}

Die Wahrscheinlichkeit, dass das HMM zur Zeiton einem Zustand; in einen Zustand; ibergeht, wenn die
AusgabeD und die Parametdl/ festliegen, ergibt sich zu

P(t,Sl — S],O‘W)
P(OIW)

__ 1 { ai(t)ts, s,es;00, 05t +1) i S; €€
POIW) | ai(t)ts,.s.0;(t) it 5 gc

'Vj,i(t) = P(t,Sl — Sj|0, W) =

Es gilt offensichtlich auch
vilt) =Y vl
{j:5,€8}
undS; mit
i=arg _max o ~i(t)

,,,,,

ist der wahrscheinlichste Zustand des HMMs zur Zeder wahrscheinlichste Pfad zur Erzeugung einer Ausgabe
kann mit dem Viterbi-Algorithmus berechnet werden.

3.4 Der Viterbi-Algorithmus

Sei O eine beliebige Ausgabe des HMMd (W) mit Parameterri¥’. Der wahrscheinlichste Pfad im HMM zur
Erzeugung vor© kann mit dem Viterbi-Algorithmus berechnet werden.

Ein Pfad;(¢) heil3tPrafixpfadvon O, wenn der Pfad im Zustanfl; € S endet und die Zeichemos - - - o;
emittiert werden. Wir definiered; (¢) als die Wahrscheinlichkeitif den wahrscheinlichsten Pfad im HMM, der die
erstent Zeichen vorO ausgibt und im Zustan#; endet, also

3i(t) = mz(n)( P(m;i(t),0109 -+ 0i|W).
TG t

Initialisiert werden die Werte mif; (0) = max;—1 2. n t?mw Hierbei bezeichneﬂg”g” die maximaléWahrschein-

lichkeit aller stummen Pfade vof; nachS; im Gegensatz z#Z .., aus dem Forward-Algorithmus, welches die
Summaeder Wahrscheinlichkeiten aller stummen Pfade x‘ﬂ;machS bezeichnet. Die Aktualisierung dieser Wahr-
scheinlichkeiten erfolgt analog zum Forward-Algorithmus, wobei allerdings Summen durch Maximumbildung zu er-
setzen sind:

6i(t+1) = €S04 - s, Ienz?)—((s N 8;(t)ts, s, wenns; € &,
0i(t+1)= max §;(t+ 1)ts"““” wenns; € £.
{5: S;e€ }



Ubung:  (Wohldefiniertheit deté’:g) Zeigen Sie, dasdif beliebige ZusindesS; ¢ £,S; € £ die Wahrschein-

lichkeit tgz",?f immer definiert ist. Damit sind auch die Viterbi-Variablértt) wohldefiniert.

LOsung: Sei ein beliebiger stummer Pfadvon S; nachS; gegeben. Angenommen dieser Pfad enthalte einen Zyfgus>

Sk+1 — Sk+42 — -+ — Skpy1 = Sk. Die Wahrscheinlichkeitifr diesen Zyklus ist gegeben durﬁ@;% 1S4t 41,Sky,» WObeI alle
Ubergangswahrscheinlichkeiten1 sind und damit ist auch die Wahrscheinlichkéit flen Zyklus< 1. Damit kann der Zyklus aus

« entfernt werden und wir erhalten einen stummen Rfadn S; nachS; dessen Wahrscheinlichkeit nicht kleiner als die wast.

Das bedeutet, dass man zur Bestimmungt@j@f nur Pfade betrachten muss, die keine Zyklen enthalten. Davon gibt es aufgrund
der endlichen Zustandsanzahl im HMM aber nur endlich viele, somit nur endlich viele@iggekVahrscheinlichkeitswerte und
deren Maximum istg"g=. [

Ubung:  (Konstruktion optimaler Pfade) (F jedes PaafS;, S;), S; € £,5; € £, mit tg’jgf > 0 sei ein stummer
Pfad s, s, maximaler Wahrscheinlichkeit vofi; nachS; gegeben. Mit Hilfe diese Pfade und dendBend;(t)
gebe man einen Algorithmus an, der einer Pfad vom Startzustardm Endzustandy ermittelt, der die gilite
Wahrscheinlichkeit zur Ausgabe vénhat. (Hinweis: Zu jedem; (¢) merke man sich den vorhergehenden, optimalen
Zustand, also jeneg fur das das Maximum angenommen wird.)

Losung: Zu jedemd;(¢) merken wir uns den vorhergehenden, optimalen Zustand in diBe3¥; (¢). Die 9-Werte sind also
definiert durchd; (¢ + 1) = argmax(;.5,cn—(s,)} 05 (t)ts;,s;, wenns; € £ undd;(t + 1) = argmaxy;.s;ee} 6;(t + l)tSDi’fgj?”
wenns; € £ .

Weiterhin bezeichnes, s, fir jedes Paa(S;, S;), Si; € £,5; € £ mit t?:;jz > 0 einen stummen Pfad maximaler Wahr-
scheinlichkeit vonS; nachsS;.

Wir nehmen an, dass die &end; (t) undd;(¢) fur eine geviinschte Ausgab® (der Langel(O)) des HMM mit dem Viterbi-
Algorithmus berechnet worden sind. Wenn die Wahrscheinlicliket(O)) > 0 dann gibt es einen Pfad durch das HMM mit der
AusgabeO. Einen Pfadr mit der maximalen Wahrscheinlichkeibknen wir dann durch folgenden Algorithmus berechnen.

=] % der zu konstruierende optimale Pfad (anfangs leer)
i=N % der Zustand in dem wir uns befinden (anfangs Endzustard
t=1(0) % die aktuelle Zeit (anfangsdnge der Ausgabe)
while i # 1 % solange nicht im Anfangszustaisd
if S;eé
T = [Sy,t) — Si, 7] % erweitere Pfad um vorhergehende Kafife;), — S
1=10;(t) % sind nun im Zustand'y, ;)
t=t—1 % reduziere Zeit um
else %S, &€&
T = [T5,.5,, 1) 7] % erweitere Pfad um optimalen stummen Pfad %gry,, nachS;
i=0:(t) % sind nun im Zustandy, ;)
end
end
return

O

Ubung: (Zeitkomplexitit des Viterbi-Algorithmusifr Standardarchitektur) Wir betrachten ein HMM mit Stan-
dardarchitektur undv Hauptzusinden. Damit ist die &nge der Ausgaben dieses HMM von der Ordndhd_eiten
Sie einen Ausdruckifr die Zeitkomplexiat des Viterbi-Algorithmus, also der Berechnung 8¢t) fur dieses HMM,
her.

LOsung: Die Losung ist analog zur Zeitkompleaitbeim Forward-Algorithmus, wird hier aber nochmal disficher gegeben.
Die Anzahl der Zeiten, fur die died-Werte berechnet werden, ist gleich démigel(O) der geviinschten Ausgab@. (Die Werte
furt = 0 sind bekannt.) Die &ngel(O) ist von der Ordnung’ (IV), da die lange der Standardarchitektur deirige der erwar-
teten Ausgaben entsprechen solir feden dieset(O) Zeitpunkte muR iir jeden Zustand eif-Wert berechnet werden. In der
Standardarchitektur sind das a& + 3 = O () zu berechnende Werte je Zeitpunkt.

Es bleibt also, die Komplexat der Berechnung eines Wertg$t) zu bestimmen. Wenfi; € £ dann ist dazu das Maximum einer
Menge zu bestimmen, deren Elementezahl %mnd /(O) unablangig ist. Damit ist die Berechnung van(¢) fur S; € £ in
konstanter Zeit raglich, d.h.O (1). Das impliziert, dass der Viterbi-Algorithmugrfein HMM ohnenicht emittierende Zuanhde
die Komplexi&tdurchschnittliche Woringe x Anzahl der Zugindehat. Zur Bestimmung vob; (¢) mit S; ¢ £ nach der angege-



benen Formel muR ein Maximuiiber eine Menge gebildet werden, die soviele Elementeéintiie es emittierende Zustde gibt.
Damit ergibt sich im allgemeinen ein Komplexitdes Forward-Algorithmusjif ein HMM mit nicht emittierenden Zugbden von
durchschnittliche Wortingex (|€] + |S \ £||€]). Im Fall der Standardarchitektur ergibt sich daraus also also wégea O (N)
und ebensdS \ €| = O (N) eine Komplexiat von O (N?). Bei genauerer Betrachtung des Algorithmiis die Standardar-
chitektur kann man aber zeigen, dass die Kompigxiur O (NQ) ist. Das wird im folgenden getan. Wir brauchen nur noch die
Aktualisierung vory;(t) aufd;(t + 1) betrachten, wen§; ein nicht emittierender Zustand, also entweder Start-, End- oder einer
der LoschzusindeD;, D, ..., Dy, ist. FallsS; der Startzustand ist, dann wissen wj(t) = 0 fur alle¢ > 0, da kein Pfad
wieder in den Startzustand Zwwkfihrt. Den Endzustand betrachten wir ai8sthzustandn 41 im folgenden. Wir @ihren die
Berechnung der Weri& (¢ + 1) in der Reihenfolgeiir D1, Da, ..., Dy 41 aus. SeiS; = D; ein solcher Zustand. Dann gilt (ochne
die Verwendung stummer Pfade)

6Z(t+1) = maXx (S]'(t—f—l)tDi’Sj .

j:5; €S}

{5:S;
Aufgrund der Verbindungsstruktur der Standardarchitekturgsts; # 0 nur fur maximal drei ZusindeS; (zwei im FallesS; =
D,). Fur diese Zusinde ist; (¢ + 1) bereits berechnet. Damit kann jede& + 1) fir nicht emittierende ZuahdesS; in konstanter
Zeit berechnet werden (wie es auch der Fall émittierende Zusinde ist). Die Komplex#t des Viterbi-Algorithmus r die
Standardarchitektur ergibt sich somit (bei entsprechender Implementieruﬁgﬁjz{ﬁ). a

4 Lernalgorithmen

Ziel: Erste Ebene von Bayes’scher Inferenapich MAP-Sclatzung der Parametéy .

Hier zuerst:ML-Schatzung fir die Parameter, wobei der Datensatz nur eine einzige Seduestzttalt (Online-
Lernen).

Spater dannBatch-Learning, geteilte Parameter.

4.1 Erwartungswerte zu gegebenem HMMV/ (W) und AusgabeO

Die WahrscheinlichkeitP(7|O, W) definiert eine Posteriori-Verteilungif die Pfader (versteckte Variablen). Wir
definieren folgende Anzahlen:

e Sein(i|m, O) die Anzahl der Vorkommen vof; im gegebenen Pfad mit AusgabeD (und Parameterii’).

e Sein(i, X|m, O) die Anzahl der AusgabeX € X vom ZustandS; gegeben Pfadr mit AusgabeO (und
Parameteil’).

e Sein(j,i|r,0) die Anzahl detJberginge vors; nachsS; im gegebenen Pfad mit AusgabeD (und Parametern
w).

Damit ergeben sich die zugéfigen Erwartungen als

1(0) 1(0)
n; = Z n(i|r, O)P(w|O, W) = ZP(t,Si\O,W) = Z’yi(t),
7 mit AusgabeO t=0 t=0

nix = »  n(i,X|[r,0)P(xlO,W)= > PtS0OW)= > (),
7 mit AusgabeO {t:0:=X} {t:0,=X}
1(0)
nji= Y. n(iilm,0)P@0,W) = 7(t).
t=0

7 mit AusgabeO



4.2 Die Likelihoodfunktion und stationare Punkte

Wir betrachten die Likelihoo®(O|W) = 3" P(w, O|W). Fur die ML-Sclatzung muss diese maximiert werden un-
ter Beachtung der NebenbedingungemeV:1 ts,s, = 0ftrallej =1,2,...,Nundl -3y s ep, x = 0furalle
i=1,2,...,M, sowiets, s.,ep, x > 0. Die Gleichheitsnebenbedingungen werdéer Lagrange-Multiplikatoren
an die ZielfunktionP(O|W) angekoppelt. Wir erhalten die Lagrange-Funktion

LW, X, 1) = P(O[W) +Z>\ (1— > eE“X> +Zuj (1—27:5 S) .

i=1 Xex

Wir suchen statio@ire Punkte der Lagrange-Funktion.

Wir wollen zuerstapa(fiow berechnen. Ist(r) # (0), dann istP(r, O|W) = 0 und dasandert sich auch nicht,
wenn SICheE _x andert. Also ist in diesem Fall die Ableitung gleich Null. Ist anderergéits = {(O), dann folgt mit

daz™
dz

P P
OP(m,O|W) — (i, X |7, 0) (m, O|W) .
Oeg, x €p;, X

Diese Formel ist offensichtlich auchirfden ersten Falligtig.

Damit erhalten wir iir die Ableitung der Lagrange-Funktion nach dem Emissionsparamgter

E;

5€E X X — eR; X

Nullsetzen ergibt:

Ni€g;, x = Zn(i,X|7T,O)P(7r,O|W) = P(O|W)Z (i, X|m, O)P(7|O, W) = P(O|W)n,; x .

s T

Die letzte Gleichungjber alleX € ¥ summiert fihrt zu; = P(O|W)n, wegen

NS enx = POW) Y S nli, X|r, 0)P(x|0,W) = P(O[W) S n(ifr, 0)P(x|0, W) = P(O|W)n;
Xex T XeX T
—_——
=1

Damit erhalten wir als optimale Emissionswahrscheinlichkeiten

Ny x Z{t 0r=X} i (t)
B X = T U0

M Zt 0 i (t)

und auf analogem Wegéf die Ubergangswahrscheinlichkeiten

¢ _ My _Zt 0 Vit
55,5 1(0)

LD P w) '

Das Ergebnis ist ein typisches Henne-Ei-Problem:;
Die optimalen Parameters, x undts; s, hangen von der Posterior-Verteiludgy(r) := P(x|O, W) der Pfade ab.
Andererseits angtQ () von den Parametemy;, x undts, s, ab.

Deshalb verwende iterativen Algorithmus:

(1) Initialisiere alleeg, x undts, s, .
repeat
(2) Sctatze Posterior-Verteilun@(w) mit aktuellen Parametewy, x undts; s, .
3) Aktualisiere Parameters, x undts; s, mit (aktueller Scatzung vonQ(r).
until Konvergenz.



Ein Beispiel fir einen solchen Algorithmus ist der Baum-Welsh-Algorithmus.

4.3 Baum-Welsh-Algorithmus

Hier wird die Sclatzung der Posterior-Verteilun@(7) mit den aktuellen Parametern implizit ausget, d.h.Q ()
wird nicht explizit geschtzt:

Q) Initialisiere alleey, x undts; s,.
repeat

(2a) Berechney;(t), v;,:(¢t) mit Forward- und Backward-Algorithmus.

(2b) Bestimme aus den(t), v;,;(t) die Erwartungem;, n; x,n; ;.

3) Aktualisiere Parameters, x undtg, s, durche; x = n; x /n; undts; s, = nj:/n;.
until ||Parametéinderung < ¢ oder maximale Iterationszahl erreicht.

Jetzt: K Beobachtungey,. Es gibt zwei Myglichkeiten;

1. Online-Lernen, d.h. alle Beobachtungen einzeln und ialigér Reihenfolge zum Lernen gsentieren. Dies
funktioniert oft nicht sehr gut, da wir keine Lernschrittweite einstellénien und deshalb grofl3e Parameter-
~Spiinge" auftreten &nnen.

2. Batch-LernenAhnliche Rechnungifhrt zu optimalen Parametern

_ it Xl ilm, Ox) P(x| O, W)

_ Yt 2 li, X[, Op) P(w|Op, W) _
i1 X nilm, Ox) P (x| Ok, W)

S, n(ilw, Op) P(|Ok, W)

€i, X bzw. tSj,Si

Der Aufwand fir das Lernen vork” Beobachtungen mit der Standardarchitektur MiHauptzusinden ist in beiden
FallenO(K N?) (je einmal Forward- und Backward-Algorithmus fieder derk” Beobachtungen).

4.4 Viterbi-Training

Idee: Modifiziere Baum-Welsh-Algorithmus, so dass die Erwartunggm; x,n;; hicht iber alle ndglichen Pfade
berechnet werden, sondern rilrer eine kleine Anzahl wahrscheinlicher Pfade (Viterbi-Baum-Welsh-Alg.) bzw. nur
uber den wahrscheinlichsten Pfad (einfacher Viterbi-Baum-Welsh-Alg.).

Der einfache Viterbi-Baum-Welsh-Algorithmus macht im Online-Lernmodus auf der Standardarchitektur wenig
Sinn (wegen(i, X |7*(O)) nur 0 oder1 (aufer in Insert-Zuanden). Ferner spart der Viterbi-Ansatz im Vergleich
zum Standard-Baum-Welsh-Algorithmus nur die Allsiung des Backward-Algorithmus und ist somit nur um einen
Faktor zwei schneller. Viterbi-Trainingihrt oft zu schlechteren Parameteim HMMs. Es ist gut geeignetlf die
Modellierung von Proteinfamilien (weil hier wahrscheinlich optimale Pfade eine signifikante Rolle spielen), aber
schlecht @ir die Modellierung von allgemeinen DNA-Sequenzen (wie zum Beispiel Exon- oder Promotor-Regionen).

4.5 HMM’s mit geteilten Parametern—Modifizierter Baum-Welsh-Algorithmus

Wir betrachten ein HMM, in dem Emissionswahrscheinlichkeitgn x geteilt werden, das heif3t, dass eine Teil-
menge der emittierenden Zasden die gleichen Emissionswahrscheinlichkeiten haben soll. Sei eine Teilthenge
{1,2,..., M} gegeben und geltéif allei € T

ep.x=erx >0 furale Xex und Y erx=1.
Xex



Die ez, x, X € ¥ bezeichnen also die geteilten Emissionswahrscheinlichkeiten in der dwufefinierten Teilmenge
voné.

Ziel ist es, eine Formellifr die Maximum-Likelihood Schtzung der geteilten Parameter des HMMs zu ermitteln.
Diese lbnnen dann in einem leicht modifizierten Baum-Welsh-Algorithmus verwendet werden. Wir betrachten den
Fall des Online-Lernens. Es ist also eine Ausgatgegeben.

Ubung:  (Aufstellen der Lagrange-Funktion) Der Lagrange-Multiplikator zur Nebenbedindurgy, ez x =1
sei mit Az bezeichnet (die anderen Multiplikatoren bezeichnen wir wie bishe;al&id 1.;). Geben Sie die Lagran-
gefunktionL (W, A, u) fur die ML-Sclatzung an.

Loésung: Fir die ML-Sclatzung ergibt sich folgende Lagrange-Funktion

[,(VV,)\,M)IP(O|W)+)\I<1—Zez’x>+ Z (1—263 X)+ZM7 (1—2755 S)~

Xex i€{1,2,...,M}I\T Xex

O

Ubung: (Berechnung der Ableitung der Lagrangefunktion) Wir suchen statéokkritische) Punkte der oben
erhaltenen Lagrange-Funktion. Zeigen Sie, dasslie Ableitung vonC(W, A, 1) nach dem geteilten Parameter x
gilt

aeIX pallepet Cerx

(Hinweis: Seif(x,y) eine differenzierbare Funktion und seien= z(t) sowiey = y(t) ebenfalls differenzierbar.
f(z(t),y(t)) heiBtmittelbare FunktionGeben Sie die Ableitung vofi(z(t), y(t)) nacht an. Was ist die Ableitung
von f(z(t), y(t)) nacht wennz(t) = y(t) =t gilt?)

Losung: Fur eine Funktionf (z,y) mit z = z(¢t) undy = y(t) gilt

df(x(t),y(t) _ 0f(x(t),y(t) 9x(t) | Of(=(t),y(t)) Oy(t)
dt ox ot dy ot

und mitz(t) = t undy(t) = ¢ somit

df(a(®),y®) _ 0f(z(),y(t) , 9f(x(t),y(®))

at =T o T oy
Damit folgt
OP(m,OIW) _ 5~ 0 P(x,0[W)
Por x => (i, X|r,0) ox

1€T
Es folgt fur die Ableitung der Lagrange-Funktion nach dem geteilten Emissionsparameter
OL(W, A, ) _ Z oP(m, O|W) A — ZZn(i,Xh,O)P(W’O'W) .

ez, x Oez,x er,x

T i€l

O

Ubung: (Berechnung des statiaren Punkts) Setzen Sie die erhaltene Ableitung gleich Null und summieren Sie
Uber alle Zeichen des Alphabetsauf. Leiten Sie daraus einen Ausdrudk fien Multiplikator Az ab. Nutzen Sie
diesen, um zu zeigen, dads kinen statioaren Punkt der Lagrange-Funktion gilt

o _ ZieI i, X
X D ez i .

Losung: Nullsetzen ergibt:

Arezx =Y Y n(i, X|m, O)P(x,O|W) = P(O|W) > Y " n(i, X|x,0)P(x|0,W) = P(O|W) > nix.

T €T i€l w i€l



Die letzte Gleichungiber alleX € 3 summiert fihrt zu

Xi=POIW)Y "> n(i, X|r,0)P(x|0,W) = P(O|W) Y > " n(i|r,0)P(x|0,W) = P(O|W) > ni.

i€l ™ XeX i€l ™ i€L

Damit erhalten wir, dasgif statiorére Punkte der Lagrangefunktion gelten muss

€B; X = 7ZZEI X
= D iez M

O

Ubung: (Anpassung des Baum-Welsh-Algorithmus an den Fall geteilter Emissionswahrscheinlichkeiten) Geben
Sie die tigenAnderungen am Baum-Welsh-Algorithmus an, so dass er auch mit geteilten Emissionswahrscheinlich-
keiten verwendet werden kann.

Losung: Nur die Aktualisierung der HMM-Parameter (Schritt (3) des Baum-Welsh-Algorithmus) muss entsprechend der letzten
Formel der vorigettJbung modifiziert werden. O

Analoge Aussagen sind audirfgeteilteUbergangswahrscheinlichkeiterdglich.

5 Weitere Aspekte

5.1 Skalierung

Problem:P (7|0, W) i.A. sehr klein da Produkt von Wkts: 1. Fur realistische HMMs wird Maschinengenauigkeit
unterschritten, besonders im Forward- und Backward-Algorithmus. Es gibt skalierte Varianten (recht technisch), bei
denen diev;(t) und 5;(t) wahrend der Berechnung skaliert werden und somit Underflow vermieden wird.

5.2 Lernen der Architektur

Es gibt Algorithmen dazu, die auch im Zusammenhang mit biologischen Sequenzen angewendet wurden. Es gibt 2
Grundideen:

1. Starte mit komplexen Modell (1 Zustand pro Datenbuchstabe) ilime: fiterativ Zusinde zusammen, wobei
Kriterien dafir aus der Posteriori-Verteilung abgeleitet sind.

2. Starte mit kleinem, voll vernetztem HMM. lterativ werden daitrergange mit kleinen Wkts. entfernt und am
meisten verbundene Z@stde werden dupliziert. Iteration wird beendet, wenn die Likelihood oder Posterior ein
gewlinschtes Level erreicht haben.

Mit diesen An&tzen wurden gute Ergebnisse bei kleinen HMMs erzielt (bis 5C8fds!). Die Algorithmen sind aber
fur heutige Computer und Probleme zu langsam und nicht praktikabel.

5.3 Anpassung der lAnge der Standardarchitektur

= Abgeschviachte Form des Lernens der Architektur.
Bisher: Feste lange der Standardarchitektur (ducrhschnittliche Segaege). In Praxis beahrt und falls lange
ungunstig erscheint, dann kann man diese modifizieren und erneut Lernen.
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Jetzt: Algorithmus zum Anpassen derahge vahrend des Lernens. Die Idee ist, Zusle hinzuzifgen bzw. zu
entfernen, aber die Verbindungstruktur der Standardarchitektur zu erhalten. Z.B. wird ein Insert-Zustand von mehr als
50% der Sequenzen der Modellfamilie genutzt, daigef neuen Hauptzustand mit zugeben Insert- und Delete-
Zustanden ein. Analog werden Delete-Zaistle (zusammen mit den entsprechenden Haupt- und Inseéndest)
entfernt, wenn Sie von mehr &% der Sequenzen genutzt werden.

5.4 Variation der Architektur

Variationen sind meist von der Standardarchitektur abgeleitet. Beispiele sind multiple HMMs zur Klassifikation und
HMMs vom Wheel oderLoop-Typ zur Charakterisierung periodischer Muster.

5.5 Mehrdeutige Symbole

Mehrdeutige Symbole kennt maiber verschiedenen Alphabeten. S@anken in die HMMs einbezogen werden, in
dem z.B. mehrdeutige Symbole in einer Sequenz durch die wahrscheinlichste Alternative ersetzt.

6 Anwendung von HMMs: Allgemeine Aspekte

1. Multiple Alignments
2. Datenbanksuche und Klassifikation von Sequenzen und Fragmenten

3. Strukturaufkdrung und Mustererkennung

Die Basis fir die Anwendungen ist, das8rfeine gegebene Sequenz die Likelihood und der wahrscheinlichste Pfad
berechnet werden. HMMs wurden auf allen drei Problemfeldern erfolgreich eingesetzt.

Multiple Alignments

e Die Berechnung des Viterbi-Pfads einer Sequenz wird auch als Ausrichten der Sequenz am Modell bezeichnet.
e Ein multiples Alignment erélt man durch Berechnung eines Alignments der Viterbi-Pfade.

e HMM-Training dauert lang, aber dann ist Alignment offlinégtich. Multiples Alignment vonk” Sequenzen:
O(K N?), also linear inK, im Vergleich zuO(N¥), also exponentiell ik, fir mehrdimensionales dynami-
sches programmieren.

Datenbanksuche und Klassifikation von Sequenzen und Fragmenten

Trennen von Sequenzen, die mit der Trainingsfamilie assoziiert sind, von solchen, die das nicht sind, kann durch
Auswertung der Likelihood der Sequenzen und zagefer Viterbi-Pfade erfolgen. Zur Klassifikation kann man dann

zum Beispiel ein HMM je Klasse Trainieren.

Strukturaufkl &rung und Mustererkennung

e Analysiere Struktur und Parameter eines trainierten HMMs. Hohe Wahrscheinlichkeiten deuten zum Beispiel
auf konservierte Regionen bzw. Consensus-Muster hin.
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e Das entdecken schwacher Muster in der Struktur oder den Parameter kann hilfreich sein bei der Entwicklung
angepaliterer Architekturen.

e Fahigkeit von HMMs zur Erkennung von schwachen Mustern in rohen, nicht ausgerichteten Daten ist eine sehr
nitzliche Eigenschaft von HMMs.
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