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Aufgabe 4.1

(a) Beweisen Sie fiir die Bernoulli-Verteilung mit Parameter p:

EX] = p
Var[X] = p(1-p)

(b) Ein moglicher Schétzer fiir die Varianz einer geméf einer Bernoulli-Verteilung

verteilten Zufallsvariable X ist der folgende:

V(X1,...,Xy)=X(1-X)
X ist dabei wie {iblich das arithmetische Mittel iiber N Realisierungen der Zu-
fallsvariable X.

Uberpriifen Sie, ob dies ein erwartungstreuer Schitzer ist.

Untermauern Sie Thr Ergebnis durch Simulationen.

Aufgabe 4.2 Auf der Webseite zur Vorlesung finden Sie in der Datei ”dnaSeq.txt”
eine hypothetische DNA-Sequenz D mit 1000 Basen als String gegeben. Jedes Zeichen
im String wurde, unabhéngig von den anderen Zeichen, mit dem gleichen DNA-Wiirfel
gewiirfelt. Dabei hatte jede Seite X € {A, C, G, T} des Wiirfels die gleiche Wahrschein-
lichkeit py = 1/4.

(a) Bestimmen Sie die ML-Schiitzwerte fiir die Modellparameter {p%, p&, p&, p%}, wo-
bei L jeweils die ersten L Basen der Sequenz umfasst mit L € {25,50,100}. Die
zugehorigen Modelle seien jeweils mit Mj, bezeichnet.

(b) Betrachten Sie im folgenden Modelle M (pc) wobei pa = 1/4, pc € [0,1/2],
pec = 1/2 — pc und pr = 1/4. Es existiert also ein freier Parameter (pc) im
Modell. Wihlen Sie ein Gitter fiir diesen Parameter und berechnen Sie fiir alle
Parameterwerte die Likelihood-Werte P(D,,|M (p¢)) fir n € {50, 100, 500, 1000}.
Fiir jeden Wert n normalisieren Sie die erhaltenen Funktionswerte P(D,|M (pc)),
so dass das Maximum eins betrégt, und zeichnen die normalisierten Werte als

Funktion von pe in ein Diagramm. Diskutieren Sie das Diagramm.
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Aufgabe 4.3 Wir betrachten N statistisch unabhéngige Zufallsvariablen X,,, die
alle einer Normalverteilung N (X |, 0?) folgen. Sie haben bereits die ML-Schétzer [
und & durch Maximieren der Log-Likelihood log P(X|p, 0%) bestimmt. Dabei ist X =
(X1,...,Xy) wie tblich ein Vektor von N unabhéngigen Zufallsvariablen mit dieser

Normalverteilung.

Nun betrachten wir die folgendermafien gewichtete Log-Likelihood:

N
> log N (zalp, 0®)
n=1

(a) Bestimmen Sie diejenigen i und 2, die diese Funktion maximieren

(b) Die Datenpunkte x,, liegen nun nicht mehr kontinuierlich vor, sondern sind dqui-

distant diskretisiert und liegen als Histgramm vor:

hli] := {xn]i <z, < i+ 1}

Wir sind wiederum an den ML-Schétzwerten i und & interessiert, die wir nur
mit Hilfe des Histogramms, d.h. ohne Riickgriff auf die Originaldatenpunkte,

bestimmen wollen.
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